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❞❡♣❧♦② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❡♥❡r❣② ❤✉♥❣r② ❞❛t❛ ❝❡♥t❡rs✳ ❊♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
t❤❡♥ ❜❡❝♦♠❡s ❡ss❡♥t✐❛❧✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦sts ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡
s②st❡♠ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✳ ❖♥❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝♦♥s❡r✈❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡s❡ ❡♥✈✐✲
r♦♥♠❡♥ts ✐s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✇♦r❦❧♦❛❞ ✭✐✳❡✳✱ ❱▼✮ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ✇♦r❦❧♦❛❞
✐s ♣❛❝❦❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❛st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡
r❡s♦✉r❝❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s ✐♥t♦
❛ ❧♦✇❡r ♣♦✇❡r st❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥t✐❧ ♥♦✇ ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ r❡s♦✉r❝❡ ✭❡✳❣✳✱ ❈P❯✮ ❛♥❞ r❡❧② ♦♥ r❡❧✲
❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✉❝❤ ❛s ❋✐rst✲❋✐t ❉❡❝r❡❛s✐♥❣ ✭❋❋❉✮✱ ✇❤✐❝❤
♣❡r❢♦r♠ r❡s♦✉r❝❡✲❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t✳
■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣ ✭▼❉❇P✮ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥ ❛ ♥♦✈❡❧✱ ♥❛t✉r❡✲
✐♥s♣✐r❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❆♥t ❈♦❧♦♥② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❆❈❖✮ ♠❡t❛✲❤❡✉r✐st✐❝
t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧②✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦❛❞✳ ❲❡ ❡✈❛❧✲
✉❛t❡ t❤❡ ❆❈❖✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐t ✇✐t❤ ♦♥❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❛♣♣❧✐❡❞
❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✐✳❡✳✱ ❋❋❉✮✳ ❖✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❆❈❖
♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❣r❡❡❞② ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ✐t ❛❝❤✐❡✈❡s s✉♣❡r✐♦r ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥s
t❤r♦✉❣❤ ❜❡tt❡r s❡r✈❡r ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ❧❡ss ♠❛❝❤✐♥❡s✳
❑❡②✲✇♦r❞s✿ ❣r❡❡♥ ❝❧♦✉❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✈✐rt✉❛❧✐③❛t✐♦♥✱ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜✐♥
♣❛❝❦✐♥❣✱ ❛♥t ❝♦❧♦♥② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ s✇❛r♠ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡✱ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥
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† ❑❡r❧❛❜s✱ ✽✵ ❛✈❡♥✉❡ ❞❡s ❜✉tt❡s ❞❡ ❈♦ës♠❡s✱ ❇ât✐♠❡♥t ●❡r♠❛♥✐✉♠✱ ✸✺✼✵✵ ❘❡♥♥❡s✱ ❋r❛♥❝❡
✲ ▲♦✉✐s✳❘✐❧❧✐♥❣❅❦❡r❧❛❜s✳❢r
➱❝♦♥♦♠✐❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❧♦✉❞s ❡♥ ♦♣t✐♠✐s❛♥t
❧❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✉r
❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❝♦❧♦♥✐❡s ❞❡ ❢♦✉r♠✐s
❘és✉♠é ✿ ❆✈❡❝ ❧❡ s✉❝❝ès ❞❡s s❡r✈✐❝❡s ❈❧♦✉❞✱ ❧❡s ❢♦✉r♥✐ss❡✉rs ❞❡ ❝❡s s❡r✈✐❝❡s
❞é♣❧♦✐❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝❡♥tr❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❣♦✉r♠❛♥❞s ❡♥ é♥❡r❣✐❡✳ P♦✉r
ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦ûts ❡t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞✉ s②stè♠❡✱ é❝♦♥♦♠✐s❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡✲
✈✐❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦✉r❛♥t❡ ♣♦✉r é❝♦♥♦♠✐s❡r ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❝❡s
❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❝♦♥s✐st❡ à ❣r♦✉♣❡r ❧❡s ❝❤❛r❣❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ❣r♦✉♣❡r
❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st r❡❣r♦✉♣é❡ s✉r ❧❡ ♣❧✉s
♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ♠❛①✐♠✐s❡r ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❝❡ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❡t ♣♦✉✈♦✐r ❛✐♥s✐ ♠❡ttr❡ ❧❡s ❛✉tr❡s r❡ss♦✉r❝❡s q✉✐ s♦♥t
s♦✉s✲✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ♠♦❞❡ ❞✬é❝♦♥♦♠✐❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ❧❛ ♣❧✉✲
♣❛rt ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❢♦♥❞é❡s s✉r ❧❡ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛r❣❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ s❡ ❧✐♠✐t❡♥t
à ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥ s❡✉❧ t②♣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✮ ❡t
r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❣❧♦✉t♦♥s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡s t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❋✐rst✲❋✐t
❉❡❝r❡❛s✐♥❣ ✭❋❉❉✮✱ q✉✐ ❣❛s♣✐❧❧❡♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s✳
❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ♥♦✉s ♠♦❞é❧✐s♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛r❣❡s ❞❡
tr❛✈❛✐❧ ❡♥ t❛♥t q✉✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱
❡t ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❜✐♦✲✐♥s♣✐ré ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠ét❛ ❤❡✉r✐s✲
t✐q✉❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡s ❝♦❧♦♥✐❡s ❞❡ ❢♦✉r♠✐s ✭❆♥t ❈♦❧♦♥② ❖♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥✱ ❆❈❖✮ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡
❝♦✉r❛♥t❡✳ ◆♦✉s é✈❛❧✉♦♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❈❖ ❡♥ ❧❡ ❝♦♠♣❛r❛♥t à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉✲
t♦♥ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧ ✭❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❋❉❉✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆❈❖ s✉r♣❛ss❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❣❧♦✉t♦♥♥❡ ❡♥ ❛♠é❧✐♦r❛♥t ❧❡ ❣❛✐♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡
♣❛r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s❡r✈❡✉rs ❡t ❡♥ ❡①✐❣❡❛♥t ♠♦✐♥s ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✳
▼♦ts✲❝❧és ✿ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ é❝♦✲r❡s♣♦♥s❛❜❧❡✱ ❝❧♦✉❞✱ ✈✐rt✉❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣
♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦❧♦♥✐❡s ❞❡ ❢♦✉r♠✐s✱ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❝♦❧✲
❧❡❝t✐✈❡✱ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
❊♥❡r❣②✲❆✇❛r❡ ❆♥t ❈♦❧♦♥② ❇❛s❡❞ ❲♦r❦❧♦❛❞ P❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ❈❧♦✉❞s ✸
✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❈❧♦✉❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❡✈♦❧✈❡❞ ❛s ❛ ♥❡✇ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠ ✇❤✐❝❤
♣r♦♠✐s❡s ✈✐rt✉❛❧❧② ✉♥❧✐♠✐t❡❞ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❈✉st♦♠❡rs ❝❛♥ r❡♥t r❡s♦✉r❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ♣❛②✲❛s✲②♦✉✲❣♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤✉s ❛r❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♦♥❧② ❢♦r ❛s ♠✉❝❤ ❛s t❤❡② ❤❛✈❡
✉s❡❞✳ ❚❤❡r❡❜②✱ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ tr❛♥s♣❛r❡♥t❧② ♣r♦✈✐s✐♦♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝❧♦✉❞ ♣r♦✈✐❞❡r
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✉st♦♠❡rs r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝✉st♦♠❡rs ❣r♦✇✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞s
❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛r❡ ♥♦✇ ❢❛❝✐❧✐t❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦✉❞ s❡r✈✐❝❡ ♣r♦✈✐❞❡rs ✭❡✳❣✳✱ ❆♠❛✲
③♦♥✱ ●♦♦❣❧❡✱ ▼✐❝r♦s♦❢t✱ ❨❛❤♦♦✦✱ ❡t❝✳✮ t♦ ❞❡♣❧♦② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❡♥❡r❣②
❤✉♥❣r② ❞❛t❛ ❝❡♥t❡rs ❬✶✹❪✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❡♥❡r❣② ❝♦sts ❢♦r ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♦❧✐♥❣
t❤❡ ❡q✉✐♣♠❡♥t ♦❢ s✉❝❤ ❞❛t❛ ❝❡♥t❡rs ❤❛✈❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✉♣ t♦ ❛ ♣♦✐♥t
✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s✉r♣❛ss t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❝♦sts✳ ❙t✉❞✐❡s ❤❛✈❡
s❤♦✇♥ t❤❛t ❞❛t❛ ❝❡♥t❡rs ❛❧♦♥❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✉♠❡❞ ✻✶ ❜✐❧❧✐♦♥s ❦❲❤ ♦❢ ❯✳❙✳ ❡♥❡r❣② ✐♥
✷✵✵✻✳ ❚❤✐s ✐s ❡♥♦✉❣❤ ❡♥❡r❣② t♦ ♣♦✇❡r ✺✱✽ ♠✐❧❧✐♦♥s ❛✈❡r❛❣❡ ❯✳❙ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛♥❞
r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✩✹✳✺ ❜✐❧❧✐♦♥s✴②❡❛r ♦❢ ❡♥❡r❣② ❝♦sts ❬✶❪✳ ❚❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs
❛r❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ✉♣ t♦ ✶✷✵ ❜✐❧❧✐♦♥s ❦❲❤ ❜② ✷✵✶✶ ✐♥ ❝❛s❡ ♥♦ ❢✉rt❤❡r
❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ st❡♣s ❛r❡ t❛❦❡♥ ❬✶❪✳
❋r♦♠ t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❡♥✲
✈✐r♦♥♠❡♥ts ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ✐♠♠❡♥s❡ ❝♦st r❡❞✉❝t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜❡s✐❞❡s t❤❡ ❤✉❣❡
❡♥❡r❣② ❝♦sts✱ ❤❡❛t ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛r❞✇❛r❡ ❢❛✐❧✉r❡s ❬✶✸❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ r❡❞✉❝✐♥❣
t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✱ r❡❧✐✲
❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♦❢ ❛ s②st❡♠✳ ◆♦t ❧❡❛st✱ t❤❡ ✇❛② ❡♥❡r❣② ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞
✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦✉r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❡✐t❤❡r ❞✐r❡❝t❧② ❜② t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❢♦♦t♣r✐♥t ♦r ✐♥❞✐r❡❝t❧②
❜② t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ✇❛st❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♦♥❧②
s❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠♦♥❡② ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ s②st❡♠ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✱ ❜✉t ❛❧s♦
❤❡❧♣s ♣r♦t❡❝t✐♥❣ ♦✉r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✶✺❪✱ ❞❛t❛ ❝❡♥t❡rs ❡♠✐t ❛s ♠✉❝❤
CO2 ❛s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❆r❣❡♥t✐♥❡✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ q✉❛❞r✉♣❧❡ t❤❡✐r CO2 ❡♠✐ss✐♦♥s ❜② ✷✵✷✵✳
❙❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❡①✐st ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s❡r✈❡ ❡♥❡r❣②✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✲
✐t② t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❡♥❡r❣②✲❡✣❝✐❡♥t ♦♥❡✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣②
✇❛st❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❤❛r❞✇❛r❡ ♦✈❡r✲♣r♦✈✐s✐♦♥✐♥❣ ✐s ❝r✉❝✐❛❧✳ ❚♦❞❛②✬s ❞❛t❛ ❝❡♥t❡rs
✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♦✈❡r✲♣r♦✈✐s✐♦♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✉st❛✐♥ t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❛✈❛✐❧✲
❛❜✐❧✐t② ❞✉r✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ♣❡❛❦ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♠❛♥❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♠❛♥❞ ✐♥
❝✉rr❡♥t ❞❛t❛ ❝❡♥t❡rs ✐s ✉s✉❛❧❧② ♦❢ ❛ ❜✉rst② ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤✉s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧♦✇ ❛✈✲
❡r❛❣❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✺✲✷✵✪ ❬✷✽❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❜✐❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❡s♦✉r❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ t❛❦❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s s✉❝❤ ❛s s✉s♣❡♥❞✐♥❣ ♦r
t✉r♥✐♥❣ ♦✛ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② s❡r✈❡rs✱ ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❝✉st♦♠❡rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ ❝❧♦✉❞ ♣r♦❥❡❝ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② st❛rt❡❞ t♦
♣r♦✈✐❞❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ♣✉❜❧✐❝ ■♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❛s ❛ ❙❡r✈✐❝❡ ✭■❛❛❙✮ ❝❧♦✉❞
♣r♦✈✐❞❡rs ✭❡✳❣✳✱ ❆♠❛③♦♥ ❊❈✷✮✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ ❝❧♦✉❞ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦s
✐♥❝❧✉❞❡ ❊✉❝❛❧②♣t✉s✱ ❖♣❡♥◆❡❜✉❧❛✱ ❛♥❞ ◆✐♠❜✉s✳
●✐✈❡♥ t❤❛t ✉❜✐q✉✐t♦✉s ✈✐rt✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❧✐✈❡ ♠✐❣r❛t❡ t❤❡
✇♦r❦❧♦❛❞ ✭✐✳❡✳✱ ❱▼s✮ ❛♥❞ s❡r✈❡rs ❝❛♥ ❜❡ t✉r♥❡❞ ♦♥ ❛♥❞ ♦✛ ❛t ❛♥② t✐♠❡✱ ❝❧✉st❡rs
❝❛♥ ❜❡ t✉r♥❡❞ ✐♥t♦ ❞②♥❛♠✐❝ ♣♦♦❧s ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❜② t❤❡s❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ❝✉rr❡♥t ❝❧♦✉❞ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦s ♥❡①t t♦
t❤❡✐r ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❝❡♥tr❛❧✐③❛t✐♦♥ ❬✶✷❪✱ ✐s t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥② ❛❞✈❛♥❝❡❞
❡♥❡r❣②✲❛✇❛r❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♣♦❧✐❝✐❡s✳
❈♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ ✈✐rt✉❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡s ♦♥ t❤❡ ❧❡❛st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ♥♦❞❡s ✐s ❛♥
✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣ ✭▼❉❇P✮ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞
❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦st❧② st✉❞✐❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s ✭❡✳❣✳✱ ❬✷✺✱ ✼❪✮✳
❘❘ ♥➦ ✼✻✷✷
✹ ❋❡❧❧❡r ✫ ❘✐❧❧✐♥❣ ✫ ▼♦r✐♥
❚❤❡r❡❜②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ◆P✲❤❛r❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♥♦✇❛❞❛②s
st✐❧❧✿ ✭✶✮ ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❡✳❣✳✱ ❬✹✱ ✶✾❪✮✱
✭✷✮ ❛❞❛♣t s✐♠♣❧❡ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❡✳❣✳✱ ❋❋❉✮✱ ✇❤✐❝❤ t❡♥❞ t♦ ✇❛st❡ ❛ ❧♦t ♦❢
r❡s♦✉r❝❡s ❬✷✸❪✳
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✜rst ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❛s
❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣ ✭▼❉❇P✮ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❡ t❤❡♥
t❛❦❡ ❛ ♥❛t✉r❡✲✐♥s♣✐r❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ r❡❛❧ ❛♥ts ❛♥❞
♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❆♥t ❈♦❧♦♥② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❆❈❖✮ ♠❡t❛✲
❤❡✉r✐st✐❝ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦❛❞✳
❲❡ ❛♣♣❧② ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝ t❡st ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t
✇✐t❤ ♦♥❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✐✳❡✳✱ ❋❋❉✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡
t❤❛t t❤❡ ❆❈❖✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❣r❡❡❞② ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s
✐t ❝❛❧❝✉❧❛t❡s ✇♦r❦❧♦❛❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✇✐t❤ s✉♣❡r✐♦r ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥s t❤r♦✉❣❤ ❜❡tt❡r
r❡s♦✉r❝❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡s ❧❡ss ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
t❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst ✇♦r❦ t♦✿ ✭✶✮ ❛♣♣❧② ❆❈❖ ♦♥ t❤❡ ▼❉❇P ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
❞②♥❛♠✐❝ ✇♦r❦❧♦❛❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ✭✷✮ ✉t✐❧✐③❡ ❆❈❖ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s❡r✈❡ ❡♥❡r❣②✳
❚❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷ ❣✐✈❡s ❛ s❤♦rt
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❆❈❖✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❢♦r♠❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✇♦r❦❧♦❛❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣
✭▼❉❇P✮ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ♦✉r ✇♦r❦❧♦❛❞ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♠❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❆❈❖✲❜❛s❡❞ ✇♦r❦❧♦❛❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡
r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✼ ❝❧♦s❡s t❤❡ ♣❛♣❡r ✇✐t❤ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉t✉r❡
✇♦r❦✳
✷ ❆♥t ❈♦❧♦♥② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❆♥t ❈♦❧♦♥② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❆❈❖✮ ✐s ❛ ♠❡t❛✲❤❡✉r✐st✐❝✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❆♥t ❙②st❡♠s ✭❆❙✮ ✐♥ ✶✾✾✷ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ P❤❉ t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ ■t❛❧✐❛♥
r❡s❡❛r❝❤❡r ▼❛r❝♦ ❉♦r✐❣♦ ❬✶✶❪✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ ✐t ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❚r❛✈❡❧✐♥❣
❙❛❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠ ✭❚❙P✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡♥ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❛❞❛♣t❡❞
t♦ s♦❧✈❡ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✭❡✳❣✳✱ ✈❡❤✐❝❧❡
r♦✉t✐♥❣✱ q✉❛❞r❛t✐❝ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ ❞②♥❛♠✐❝ ❥♦❜ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ ❛♥❞ ❜✐♥
♣❛❝❦✐♥❣✮✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤✐s s②st❡♠ ✇❛s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❢♦♦❞✲❞✐s❝♦✈❡r②
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ r❡❛❧ ❛♥ts✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛♥ts t♦ s❡❡ ❛♥❞ ❤❡❛r
t❤❡✐r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t❤❡② ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ✐♥❞✐r❡❝t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✭❛❧s♦
❝❛❧❧❡❞ ❙t✐❣♠❡r❣②✮ ❜② ✉s❡ ♦❢ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s✉❜st❛♥❝❡ r❡❢❡rr❡❞ ❛s ♣❤❡r♦♠♦♥❡✳ ❚❤✐s
s✉❜st❛♥❝❡ ✐s ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❛♥t ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤ ✐t tr❛✈❡rs❡s ❛♥❞ ❡✈❛♣♦r❛t❡s ❛❢t❡r ❛
❝❡rt❛✐♥ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡✳ ❖t❤❡r ❛♥ts ❝❛♥ s♠❡❧❧ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s✉❜st❛♥❝❡
❛♥❞ t❡♥❞ t♦ ❢❛✈♦r ♣❛t❤s ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝❛❧❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❤❡r♦♠♦♥❡
❞❡♣♦s✐t❡❞ ♦♥ t❤❡♠✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ❛❢t❡r s♦♠❡ t✐♠❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❛♥t ❝♦❧♦♥② ❝♦♥✲
✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ t♦ t❤❡ ❢♦♦❞ s♦✉r❝❡✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❛s st✉❞✐❡❞
❜② ❜✐♦❧♦❣✐sts ✐♥ ♥✉♠❡r♦✉s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❬✶✵❪ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ✇❤❡♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡st t❤❡ ❛♥ts ❝❤♦♦s❡ ❛ r❛♥❞♦♠
♣❛t❤ t♦ ❢♦❧❧♦✇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ t♦ t❤❡ ❢♦♦❞ s♦✉r❝❡ t❤❡ ❛♥ts ✇✐❧❧
r❡t✉r♥ ❢❛st❡r✳ ❚❤❡r❡❜②✱ t❤✐s ♣❛t❤ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣❡r ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
t❤✉s ❜❡✐♥❣ ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r s✉❜s❡q✉❡♥t ❛♥ts t♦ ❢♦❧❧♦✇ ✐t✳ ❲❤❡♥ t✐♠❡ ♣❛ss❡s✱
■◆❘■❆
❊♥❡r❣②✲❆✇❛r❡ ❆♥t ❈♦❧♦♥② ❇❛s❡❞ ❲♦r❦❧♦❛❞ P❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ❈❧♦✉❞s ✺
♣❤❡r♦♠♦♥❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤s ✇✐❧❧ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡✱ ✇❤✐❧❡
♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣❡r ♦♥❡s ✐t ✇✐❧❧ ❦❡❡♣ ❢❛❧❧✐♥❣✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ ❧❡ss ❛♥❞ ❧❡ss ❛ttr❛❝t✐✈❡✳
❲❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s s✉❝❤ ❛s ❚❙P ♦r t❤❡
❇✐♥✲P❛❝❦✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠ ✭❇PP✮✱ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❛♥ts ❛❝t ❛s ❛ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠ ❛♥❞ ❝♦♥✲
str✉❝t ❛ ❝♦♠♣❧❡① s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❜②✱
s❡✈❡r❛❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠✐t❛t❡ r❡❛❧ ❛♥ts✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛s r❡❛❧ ❛♥ts ❞♦✱ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣❛t❤ ♦r ✐t❡♠ t♦ ❝❤♦♦s❡ ♥❡①t ♥❡❡❞s
t♦ ❜❡ t❛❦❡♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧
❜❡ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❣✉✐❞❡ t❤❡ ❛♥ts ❝❤♦✐❝❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✉♥❧✐❦❡ r❡❛❧ ❛♥ts✱ ❛ ♠❡♠♦r② ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❡❛❝❤ ❛♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡
✉s❡❞ t♦ ❦❡❡♣ tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝t❡❞ s♦ ❢❛r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ♣❤❡r♦♠♦♥❡
✉♣❞❛t❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦✿ ✭✶✮ s✐♠✉❧❛t❡ ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥✱
✭✷✮ ❞❡♣♦s✐t ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ❡✐t❤❡r ♦♥ t❤❡ ✈✐s✐t❡❞ ♣❛t❤s ✭✐✳❡✳✱ ❚❙P✮ ♦r ♦♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞
✐t❡♠✲❜✐♥ ♣❛✐rs ✭✐✳❡✳✱ ❇PP✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥
♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥t ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ✉♣❞❛t❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❞♦♥❡
❛❢t❡r ❡❛❝❤ ❛♥ts ♠♦✈❡✱ ❜② t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❜❡st ❛♥t✱ ♦r t❤❡ ❜❡st✲s♦✲❢❛r ❛♥t✳ ❲❡ ✇✐❧❧
❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ❞❡s✐❣♥ ❝❤♦✐❝❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳
✸ ❋♦r♠❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♠❛♥❞
❡st✐♠❛t✐♦♥
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣ ✭▼❉❇P✮
♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ❛ ❜✐♥❛r② ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❇■P✮ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♠❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳
✸✳✶ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s
❲❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡s ❤❛✈❡ t❤❡
s❛♠❡ ❝❛♣❛❝✐t②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢
♦✛✲❧✐♥❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❍❡♥❝❡✱t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t
❛❧❧ t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡s♦✉r❝❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❚❤❡s❡ r❡s♦✉r❝❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r s❡❡♥ ❛s st❛t✐❝ ♦r ❞②♥❛♠✐❝✳
■♥ t❤❡ st❛t✐❝ ❝❛s❡ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❛ ❜❛t❝❤ ♦❢ ❱▼s ✐s s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ s②st❡♠
❛♥❞ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣❧❛❝❡❞✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ❛s ♥♦ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♣♦♥
✐♥✐t✐❛❧ s✉❜♠✐ss✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ ❱▼s r❡s♦✉r❝❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ st❛t✐❝ ❛♥❞
❱▼s ❛r❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥
t✐♠❡ ♣❛ss❡s ✭✐✳❡✳✱ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦♥❣✮ ❤✐st♦r② r❡s♦✉r❝❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♠❛♥❞✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ ❱▼ r❡s♦✉r❝❡
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡s♦✉r❝❡s
r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❱▼s ♦✈❡r t❤❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ✐♥t❡r✈❛❧ ✭❡✳❣✳✱ ✇❡❡❦✮✳ ❚❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡♥ t❛❦❡s t❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s ❛s ✐♥♣✉t ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ♦✈❡r❜♦♦❦s
t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♠❛♥❞ ♣❡r♠✐ts ✐t✳ ❚❤❡r❡❜②✱ t❤❡ r❡✲
s♦✉r❝❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✇♦r❦❧♦❛❞ r❡s♦✉r❝❡
✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♦✈❡r ♣r❡❞❡✜♥❡❞ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t✐♠❡ T ✭❡✳❣✳✱ ✇❡❡❦s✮ t❤✉s
❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✇♦r❦❧♦❛❞ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♠❛♥❞ t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞✳ ❚❤❡r❡❜②✱
❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② t❤❡ t✐♠❡ t ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♠❛♥❞
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐s ♥♦t ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐s
❘❘ ♥➦ ✼✻✷✷
✻ ❋❡❧❧❡r ✫ ❘✐❧❧✐♥❣ ✫ ▼♦r✐♥
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
tr✐❣❣❡r❡❞✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❧✐♠✐t t❤❡
❞❡❣r❡❡ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ tr✐❣❣❡r❡❞
❛❢t❡r ♣r❡❞❡✜♥❡❞✱ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t✐♠❡ ✭❡✳❣✳✱ ✇❡❡❦❧② ❜❛s✐s✮✳ ▼♦r❡
✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t tr✐❣❣❡r✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✇♦r❦❧♦❛❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
✭s❡❡ ❬✷✸❪✮ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜✉t ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❞❡s♣✐t❡
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❧♦♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣❡r✐♦❞s✱ ♦✈❡r❜♦♦❦✐♥❣ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ✇♦r❦❧♦❛❞ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♠❛♥❞s s✉❞❞❡♥❧② st❛rt t♦
✐♥❝r❡❛s❡✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t s✉❝❤ ❝❤❛♥❣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② t❤❡
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✻❪✳
✸✳✷ ❋♦r♠❛❧ Pr♦❜❧❡♠ ❉❡✜♥✐t✐♦♥
❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ ✭✐✳❡✳✱ ❱▼s✮ t♦ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡s
❛s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼❉❇P ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ ❜✐♥s ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ t❤❡ ✐t❡♠s t♦ ❜❡ ♣❛❝❦❡❞✳ ❊❛❝❤ ❜✐♥ ❤❛s ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞
st❛t✐❝ r❡s♦✉r❝❡ ✭❡✳❣✳✱ ❈P❯ ❝②❝❧❡s✱ ❈P❯ ❝♦r❡s✱ ❘❆▼ s✐③❡✱ ♥❡t✇♦r❦ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
❛♥❞ ❞✐s❦ s✐③❡✮ ❝❛♣❛❝✐t② ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✐t❡♠ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣
r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♠❛♥❞ ✈❡❝t♦r✳
▲❡t B := {B0, . . . , Bv, . . . , Bn−1} ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❜✐♥s ❛♥❞ I := {0, . . . ,m−
1} t❤❡ s❡t ♦❢ ✐t❡♠s✱ ✇✐t❤ n = |B| ❛♥❞ m = |I| r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❜✐♥s
❛♥❞ ✐t❡♠s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s ✭✐✳❡✳✱ ❈P❯ ❝②❝❧❡s✱ ❈P❯
❝♦r❡s✱ ❘❆▼ s✐③❡✱ ♥❡t✇♦r❦ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❞✐s❦ s✐③❡✮ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡t R ✇✐t❤
d = |R|✳
❊❛❝❤ ❜✐♥ Bv ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❞❡✜♥❡❞ st❛t✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❜✐♥ ❝❛♣❛❝✐t② ✈❡❝t♦r ~Cv := (Cv,1, . . . , Cv,k, . . . Cv,d)✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
❞❡✜♥❡s t❤❡ ❜✐♥✬s ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ k ∈ R✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧❧ ✐t❡♠✬s i ∈ I ❛r❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡✐r t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♠❛♥❞ ✈❡❝t♦rs ~ri :=
(ri,1, . . . , ri,k, . . . , ri,d) ∈ [0, 1]
d✱ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❜❡✐♥❣ t❤❡
✐t❡♠s ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r r❡s♦✉r❝❡ k ∈ R ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣❡r✐♦❞
T ✭❡✳❣✳✱ ✇❡❡❦✮ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ st❛t✐❝ ❜✐♥ r❡s♦✉r❝❡
❝❛♣❛❝✐t② ✈❡❝t♦r ~Cv✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ ~Cv ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ✶ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦✉r ❜✐♥❛r② ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❇■P✮ ♠♦❞❡❧✱
✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿
✶✳ ❇✐♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ yv✱ ❡q✉❛❧s ✶ ✐❢ t❤❡ ❜✐♥ v ✐s ❝❤♦s❡♥✱ ❛♥❞ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✳
✷✳ ■t❡♠ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi,v✱ ❡q✉❛❧s ✶ ✐❢ t❤❡ ✐t❡♠ i ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❜✐♥
v✱ ❛♥❞ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✳
❚❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤❡♥ t♦ ♣❧❛❝❡ ❛❧❧ ✐t❡♠s
s✉❝❤ t❤❛t✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐♥s ✉s❡❞ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ❚❤✐s ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ ♦✉r ♦❜❥❡❝✲
t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✶✮✳
▼✐♥✐♠✐③❡f(y) =
n−1∑
v=0
yv ✭✶✮
❙✉❜❥❡❝t t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts✿
m−1∑
i=0
ri,kxi,v ≤ Cv,kyv, ∀v ∈ {0, . . . , n− 1}, ∀k ∈ R ✭✷✮
■◆❘■❆
❊♥❡r❣②✲❆✇❛r❡ ❆♥t ❈♦❧♦♥② ❇❛s❡❞ ❲♦r❦❧♦❛❞ P❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ❈❧♦✉❞s ✼
n−1∑
v=0
xi,v = 1, ∀i ∈ {0, . . . ,m− 1} ✭✸✮
❈♦♥str❛✐♥t ✭✷✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ❜✐♥ ✐s ♥♦t ❡①❝❡❡❞❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥✲
str❛✐♥t ✭✸✮ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ✐t❡♠ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❜✐♥✳
✸✳✸ ❲♦r❦❧♦❛❞ ❘❡s♦✉r❝❡ ❉❡♠❛♥❞ ❊st✐♠❛t✐♦♥
●✐✈❡♥ t❤❛t ✇♦r❦❧♦❛❞s r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♠❛♥❞s ❛r❡ ♦❢ t✐♠❡ ✈❛r②✐♥❣ ♥❛t✉r❡✱ s♣✐❦❡s ✐♥
✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ❛♣♣❡❛r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ st❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡
✇♦r❦❧♦❛❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❣r❛✲
❞❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥✱ ✇♦r❦❧♦❛❞ ❞❡♠❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❲❡ ❜❛s❡
♦✉r ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ✇♦r❦❧♦❛❞ r❡s♦✉r❝❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❤✐st♦r② ✭❡✳❣✳✱
✇❡❡❦s✱ ♠♦♥t❤s✮✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ✇♦r❦❧♦❛❞ r❡s♦✉r❝❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❛t ♣r❡❞❡✲
✜♥❡❞ ♠❡❛s✉r❡ ♣♦✐♥ts t❤✉s ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❞❛t❛ s❡t ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦✉t ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ r❡s♦✉r❝❡
♠❡❛s✉r❡s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ ✇♦r❦❧♦❛❞ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♠❛♥❞
ri,k ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡❛s✉r❡s✳ ❚❤❡s❡
✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t✳
✹ ❊♥❡r❣②✲❆✇❛r❡ ❆♥t ❈♦❧♦♥② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❇❛s❡❞
❲♦r❦❧♦❛❞ P❧❛❝❡♠❡♥t
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♦✉r ❆❈❖ ♠❡t❛✲❤❡✉r✐st✐❝ ❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t♦
s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡✜♥❡❞ ✇♦r❦❧♦❛❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ❛❧❧ ♣❛rts ♦❢
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣s❡✉❞♦❝♦❞❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡❛❝❤ ❛♥t r❡❝❡✐✈❡s ❛❧❧ ✐t❡♠s ✭✐✳❡✳✱ ❱▼s✮✱ ♦♣❡♥s ❛ ❜✐♥ ✭✐✳❡✳✱ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❛✲
❝❤✐♥❡✮ ❛♥❞ st❛rts ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ✐t❡♠s t♦ t❤❡ ❜✐♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❞❡s✐r❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛♥ ❛♥t t♦ ❝❤♦♦s❡
❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐t❡♠ ❛s t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡ t♦ ♣❛❝❦ ✐♥ ✐ts ❝✉rr❡♥t ❜✐♥✳ ❚❤✐s r✉❧❡ ✐s ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✐t❡♠✲❜✐♥
♣❛✐r ❛♥❞ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ ✇❤✐❝❤ ❣✉✐❞❡s t❤❡ ❛♥ts t♦✇❛r❞s ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐s✐♥❣
✐t❡♠s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ❛♥❞ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐t❡♠✲❜✐♥ ♣❛✐r✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s t❤❛t ❛♥
❛♥t ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ ✐t✳ ❚❤✐s st♦❝❤❛st✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❛♥ts t♦ ❡①✲
♣❧♦r❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤✉s ❝♦♠♣✉t❡ ❜❡tt❡r ♣❧❛❝❡♠❡♥ts
t❤❛♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✮✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❛❢t❡r ❛❧❧ ❛♥ts ❤❛✈❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t❤❡✐r s♦❧✉t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❤❡r♦♠♦♥❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ✐t❡♠✲❜✐♥ ♣❛✐r ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡
♣❤❡r♦♠♦♥❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✐♥❢♦r❝❡ ✐t❡♠✲❜✐♥ ♣❛✐rs ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣❡❞ t♦ t❤❡ ❜❡t✲
t❡r s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞✳
✹✳✶ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❘✉❧❡
❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛♥ ❛♥t t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛♥ ✐t❡♠ i ❛s t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡ t♦ ♣❛❝❦
✐♥ ✐ts ❝✉rr❡♥t ❜✐♥ v ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
piv :=
[τi,v]
α × [ηi,v]
β∑
u∈Nv
[τu,v]α × [ηu,v]β
, ∀i ∈ Nv ✭✹✮
❘❘ ♥➦ ✼✻✷✷
✽ ❋❡❧❧❡r ✫ ❘✐❧❧✐♥❣ ✫ ▼♦r✐♥
✇❤❡r❡❜②✱ τi,v ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ❜❛s❡❞ ❞❡s✐r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♣❛❝❦✐♥❣ ✐t❡♠ i ✐♥t♦
❜✐♥ v ❛♥❞ ηi,v t❤❡ ✐t❡♠s ❤❡✉r✐st✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs α✱ β
≥ 0 ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✐t❤❡r ❡♠♣❤❛s✐③❡ ♠♦r❡ t❤❡ ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ♦r t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ Nv ❞❡✜♥❡s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✐t❡♠s ✇❤✐❝❤ q✉❛❧✐❢② ❢♦r ✐♥❝❧✉s✐♦♥
✐♥t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜✐♥ v✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤♦s❡ ❛r❡ ❛❧❧ ✐t❡♠s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞
t♦ ❛♥② ❜✐♥ ②❡t ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ ❜✐♥ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ ❛❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
Nv := {i |
n−1∑
j=0
xi,j = 0 ∧~bv + ~ri ≤ ~Cv} ✭✺✮
❚❤❡r❡❜②✱ ~bv ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❧♦❛❞ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❜✐♥ v✳ ■t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s t❤❡
s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ✐t❡♠ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♠❛♥❞ ✈❡❝t♦rs ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❜✐♥✳
~bv :=
∑
i∈Bv
~ri ✭✻✮
✹✳✷ ❍❡✉r✐st✐❝ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❆s ♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡s ✭✐✳❡✳✱ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡
r❡s♦✉r❝❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✮✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❢❛✈♦r ✐t❡♠s ✇❤✐❝❤
✉t✐❧✐③❡ t❤❡ ❜✐♥s ❜❡tt❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ηi,v ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡
s❝❛❧❛r ✈❛❧✉❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛t✐❝ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❜✐♥ v ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❛❞ ♦❢ ❜✐♥
❛❢t❡r ♣❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ✐t❡♠ i ∈ Nv✳
ηi,v :=
1
| ~Cv − (~bv + ~ri)|1
✭✼✮
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❛t✐♦ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✼ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♠❛♥❞ ✈❡❝t♦r ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ ❛ s❝❛❧❛r ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
▲✶✲♥♦r♠ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s s✉❝❤ ❛s t❛❦✐♥❣ t❤❡
❛r✐t❤♠❡t✐❝ ♠❡❛♥ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳
✹✳✸ P❤❡r♦♠♦♥❡ ❚r❛✐❧ ❯♣❞❛t❡
❆❢t❡r ❛❧❧ ❛♥ts ❤❛✈❡ ✜♥✐s❤❡❞ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♣❤❡r♦♠♦♥❡ tr❛✐❧s ♦♥ ❛❧❧ ✐t❡♠✲❜✐♥
♣❛✐rs ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❡❧♣ ❣✉✐❞✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦✇❛r❞s t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ❛ ♣❤❡r♦♠♦♥❡ tr❛✐❧ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡ τi,v ❡①✐sts ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✐♥❢♦r❝❡ ✐t❡♠✲❜✐♥ ♣❛✐rs ✇❤✐❝❤
❜❡❧♦♥❣❡❞ t♦ t❤❡ s♦ ❢❛r ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ▼❆❳✲▼■◆
❆♥t ❙②st❡♠ ✭▼▼❆❙✮ ❬✷✻❪ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✬s✲❜❡st ❛♥t ✭✐✳❡✳✱
❛♥t ✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐s ♠✐♥✐♠❛❧✮ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❞❡♣♦s✐t
♣❤❡r♦♠♦♥❡✳ ❚❤❡ ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✽✳
τi,v := (1− ρ)× τi,v +△τ
best
i,v , ∀ (i, Bv) ∈ I ×B ✭✽✮
✇❤❡r❡❜②✱ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ρ✱ 0 ≤ ρ ≤ 1 ✐s ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ❡✈❛♣♦r❛✲
t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r ρ ❧❡❛❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ r❛t❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
s♦♠❡ ✐t❡♠✲❜✐♥ ♣❛✐rs ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡✐♥❢♦r❝❡❞✳ ❚❤❡r❡❜②✱ △τ besti,v ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡
✐t❡r❛t✐♦♥✬s✲❜❡st ✐t❡♠✲❜✐♥ ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ❛♠♦✉♥t✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ s♦♠❡ ✐t❡♠ ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛
❜✐♥ ♦❢ t❤❡ s♦ ❢❛r ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ Sbest✱ ✐ts ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ❛♠♦✉♥t ✐s r❡✐♥❢♦r❝❡❞✳ ❈♦♥✲
s❡q✉❡♥t❧②✱ ♦♥❧② ✐t❡♠✲❜✐♥ ♣❛✐rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ Sbest ✇✐❧❧ ❜❡ r❡✐♥❢♦r❝❡❞ ❛♥❞
■◆❘■❆
❊♥❡r❣②✲❆✇❛r❡ ❆♥t ❈♦❧♦♥② ❇❛s❡❞ ❲♦r❦❧♦❛❞ P❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ❈❧♦✉❞s ✾
t❤✉s ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡✳ ❖t❤❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ♣❛rt ♦❢ Sbest ✇✐❧❧ ❝♦♥t✐♥✉❡
❧♦♦s✐♥❣ ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ r❛t❡ ρ✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ❛
s♦❧✉t✐♦♥ S := [xi,j ]|I|×|B| ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❜✐♥❛r② ♠❛tr✐① ✇❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ✐t❡♠s t♦ ❜✐♥s✳
❚❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ♦✉r ❆❈❖✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ❜✐♥s✱ t❤✉s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❜✐♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ t❛r❣❡t
t♦ ❢❛✈♦r s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✉t✐❧✐③❡ t❤❡ ❧❡❛st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡
t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✬s ❜❡st ❛♥t ❞❡♣♦s✐ts ♦♥ t❤❡ ✐t❡♠✲❜✐♥ ♣❛✐r t♦
❜❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡
✐t❡r❛t✐♦♥✬s ❜❡st✲s♦❧✉t✐♦♥ Sbest✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ♦♥❧② ✐t❡♠✲❜✐♥ ♣❛✐rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠❛r❦❡❞
❛s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ Sbest ✇✐❧❧ ❜❡ r❡✐♥❢♦r❝❡❞✳
△τ besti,v :=
{ 1
f(Sbest)
✐❢ xi,v = 1
0 ♦t❤❡r✇✐s❡
✭✾✮
❋✐♥❛❧❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❧② t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✬s✲❜❡st ❛♥t ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❞❡♣♦s✐t ♣❤❡r♦♠♦♥❡✱
❡❛r❧② st❛❣♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛♣♣❡♥✱ t❤✉s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s✐t✉❛t✐♦♥
✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ❛♥ts ❛❧✇❛②s ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐t❡♠s✳ ❚❤❡r❡❜②✱ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❧✐♠✐t t❤✐s
❡✛❡❝t✱ ▼▼❆❙ ❬✷✻❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ✈❛❧✉❡s
τi,v✳ ❍❡♥❝❡✱ τi,v ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ r❛♥❣❡ [τmin, τmax]✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡
τmax ❛s τmax := 1f(Sbest)×(1−ρ) ❛♥❞ τmin ❛s τmin :=
τmax
g
✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤
❢❛❝t♦r g > 0✳
✹✳✹ ❋♦r♠❛❧ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❉❡✜♥✐t✐♦♥
❚❤❡ ♣s❡✉❞♦❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❆❈❖✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❚❤❡
❛❧❣♦r✐t❤♠ t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t t❤❡ s❡t ♦❢ ✐t❡♠s ❛♥❞ ❜✐♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♠❛♥❞ ✈❡❝t♦rs ~ri ❛♥❞ st❛t✐❝ r❡s♦✉r❝❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✈❡❝t♦rs
~Cv✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✐✳❡✳✱ α✱ β✱ ρ✱ g✱ τmax✱ nbCycles✱
nbAnts✮ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✳
❋✐rst✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❡r♦♠♦♥❡ tr❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ✐t❡♠s
❛r❡ s❡t t♦ τmax ✭❧✐♥❡ ✹✮✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡♥ ✐t❡r❛t❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝②❝❧❡s nbCycles ✭❧✐♥❡s ✺ t♦ ✸✺✮✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥ ❛♥t a ♦♣❡♥s ❛
❜✐♥ v ❛♥❞ st❛rts ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ Sa ✭❧✐♥❡s ✻ t♦ ✷✵✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✜rst
✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐t❡♠s IS✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r② s♦❧✉t✐♦♥ ♠❛tr✐① Sa
❛♥❞ t❤❡ ❜✐♥✲✐♥❞❡① ✈❛r✐❛❜❧❡ v✳
❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❡♥ ❡♥t❡rs ❛ ❧♦♦♣ ❛♥❞ st❛rts ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ✐t❡♠s t♦ t❤❡ ❜✐♥s
✭❧✐♥❡s ✾ t♦ ✶✾✮✳ ❚❤❡r❡❜②✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜✐♥ v ✐s ❜❡✐♥❣ ✜❧❧❡❞ ✉♥t✐❧ ✐ts r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡
s❛t✉r❛t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✐♥✐t✐❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ s❡t Nv ✇✐t❤ ❛❧❧ ✐t❡♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡
♥♦t ②❡t ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❛♥② ❜✐♥ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡
❝✉rr❡♥t ❜✐♥ ✭❧✐♥❡ ✶✵✮✳ ■❢ t❤✐s s❡t ✐s ♥♦t ❡♠♣t②✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡ piv
✐s ✉s❡❞ t♦ s❡❧❡❝t ♦♥❡ ✐t❡♠ i ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❡t t♦ ❜❡ ♣❛❝❦❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜✐♥ v✱
st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ✭❧✐♥❡ ✶✷✮✳ ❚❤❡ ✐t❡♠ ✐s t❤❡♥ ♠❛r❦❡❞ ❛s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
♠❛tr✐① ❜② s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① Sa t♦ 1✱ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
s❡t ♦❢ ✐t❡♠s IS ❛♥❞ t❤❡ ❤♦st ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ✭❧✐♥❡s ✶✸ t♦ ✶✺✮✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ✐t❡♠s ❧❡❢t t♦ ❜❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ❡♥♦✉❣❤ ❝❛♣❛❝✐t②
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜✐♥ ✭❧✐♥❡ ✾ ❛♥❞ ✶✵✮✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❜✐♥ ❝❛♣❛❝✐t②
✐s s❛t✉r❛t❡❞ ✭✐✳❡✳✱ Nv ❜❡❝♦♠❡s ❡♠♣t②✮ t❤❡ ❜✐♥✲✐♥❞❡① ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞
t❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ✉♥t✐❧ ❛❧❧ ✐t❡♠s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✭❧✐♥❡s ✾ t♦ ✶✾✮✳
❘❘ ♥➦ ✼✻✷✷
✶✵ ❋❡❧❧❡r ✫ ❘✐❧❧✐♥❣ ✫ ▼♦r✐♥
❆❢t❡r ❛❧❧ ❛♥ts ❤❛✈❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t❤❡✐r s♦❧✉t✐♦♥s Sa✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
❛♥❞ t❤❡ ❝②❝❧❡✬s ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s❛✈❡❞ ✭❧✐♥❡ ✷✶✮ ❛s Scycle✳ ❚❤❡r❡❜②✱ t✇♦ ❝r✐t❡r✐❛✿
❛♠♦✉♥t ♦❢ ✉t✐❧✐③❡❞ ❜✐♥s ❛♥❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢❛✐❧❡❞ ✐t❡♠ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❥✉❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝②❝❧❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ s❡❡♠s ♥❛t✉r❛❧✱ t❤❡
s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❡q✉❛❧ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢
✉t✐❧✐③❡❞ ❜✐♥s ❜✉t ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❜✐♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱
t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐♥s✱ ❜✉t t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❢❛✐❧
❛❧❧♦❝❛t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❢♦r ✶✵✪ ♦❢ t❤❡ r❡q✉❡sts ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ s❛t✐s❢②
❛❧❧ r❡q✉❡sts✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✐❢ t❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst ❝②❝❧❡✱ t❤❡ ❝②❝❧❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
❜❡st ♦♥❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❣❧♦❜❛❧ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡r❡❜②✱ ✐❢ t❤❡ ❝②❝❧❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ②✐❡❧❞s t♦ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐t ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ♥❡✇
❣❧♦❜❛❧ ❜❡st ♦♥❡ ✭❧✐♥❡s ✷✷ t♦ ✷✹✮✳
❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r τmin ❛♥❞ τmax ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✭❧✐♥❡ ✷✺✮ ❛♥❞ t❤❡
♣❤❡r♦♠♦♥❡ tr❛✐❧s ♦♥ ❛❧❧ ✐t❡♠✲❜✐♥ ♣❛✐rs (i, Bv) ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❤❡r♦♠♦♥❡
✉♣❞❛t❡ r✉❧❡ τi,v ✭❧✐♥❡s ✷✻ t♦ ✸✹✮✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡s♣❡❝t t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞
❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r τi,v t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①✐st✳ ❋✐rst ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡s
t❤❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐s r❡s♣❡❝t❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ s♦♠❡ ✐t❡♠✲❜✐♥ ♣❛✐r r❡❝❡✐✈❡❞ ❛
❤✐❣❤❡r ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ❛♠♦✉♥t t❤❛♥ τmax✱ ✐t ✐s r❡✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ t♦ τmax ✭❧✐♥❡s ✷✽ t♦ ✸✵✮✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♦♠❡ ✐t❡♠s ❢❛❧❧s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♣r❡❞❡✜♥❡❞
❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ τmin ✐t ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ✭❧✐♥❡s ✸✶ t♦ ✸✸✮✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
t❡r♠✐♥❛t❡s ❛❢t❡r nbCycles ❛♥❞ r❡t✉r♥s t❤❡ s♦ ❢❛r ❣❧♦❜❛❧ ❜❡st ❝♦♠♣✉t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥
Sbest ✭❧✐♥❡ ✸✻✮✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❊♥❡r❣②✲❆✇❛r❡ ❆❈❖✲❜❛s❡❞ ❲♦r❦❧♦❛❞ P❧❛❝❡♠❡♥t
✶✿ ■♥♣✉t✿ ❙❡t ♦❢ ✐t❡♠s I ❛♥❞ s❡t ♦❢ ❜✐♥s B ✇✐t❤ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♠❛♥❞ ✈❡❝t♦rs ~ri ❛♥❞ ~Cv
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❙❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✷✿ ❖✉t♣✉t✿ ●❧♦❜❛❧ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ Sbest
✸✿
✹✿ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❙❡t ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ✈❛❧✉❡ ♦♥ ❛❧❧ ✐t❡♠✲❜✐♥ ♣❛✐rs t♦ τmax
✺✿ ❢♦r ❛❧❧ q ∈ {0 . . . nbCycles− 1} ❞♦
✻✿ ❢♦r ❛❧❧ a ∈ {0 . . . nbAnts− 1} ❞♦
✼✿ IS := I; v := 0
✽✿ Sa := [xi,j := 0], ∀i ∈ {0, . . . ,m− 1}, ∀j ∈ {0, . . . , n− 1}
✾✿ ✇❤✐❧❡ IS 6= ∅ ❞♦
✶✵✿ Nv := {i |
∑
n−1
j=0
xi,j = 0 ∧~bv + ~ri ≤ ~Cv}
✶✶✿ ✐❢ Nv 6= ∅ t❤❡♥
✶✷✿ ❈❤♦♦s❡ ✐t❡♠ i ∈ Nv st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p
i
v :=
[τi,v ]
α
×[ηi,v ]
β∑
u∈Nv
[τu,v ]α×[ηu,v ]
β
✶✸✿ xi,v := 1
✶✹✿ IS := IS − {i}
✶✺✿ ~bv := ~bv + ~ri
✶✻✿ ❡❧s❡
✶✼✿ v := v + 1
✶✽✿ ❡♥❞ ✐❢
✶✾✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡
✷✵✿ ❡♥❞ ❢♦r
✷✶✿ ❈♦♠♣❛r❡ ❛♥ts s♦❧✉t✐♦♥s Sa ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f → ❙❛✈❡ ❝②❝❧❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❛s Scycle
✷✷✿ ✐❢ q = 0 ∨ IsGlobalBest(Scycle) t❤❡♥
✷✸✿ ❙❛✈❡ ❝②❝❧❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ♥❡✇ ❣❧♦❜❛❧ ❜❡st Sbest
✷✹✿ ❡♥❞ ✐❢
✷✺✿ ❈♦♠♣✉t❡ τmin ❛♥❞ τmax
✷✻✿ ❢♦r ❛❧❧ (i, Bv) ∈ I × B ❞♦
✷✼✿ τi,v := (1− ρ)× τi,v +△τ
best
i,v
✷✽✿ ✐❢ τi,v > τmax t❤❡♥
✷✾✿ τi,v := τmax
✸✵✿ ❡♥❞ ✐❢
✸✶✿ ✐❢ τi,v < τmin t❤❡♥
✸✷✿ τi,v := τmin
✸✸✿ ❡♥❞ ✐❢
✸✹✿ ❡♥❞ ❢♦r
✸✺✿ ❡♥❞ ❢♦r
✸✻✿ r❡t✉r♥ ●❧♦❜❛❧ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ Sbest
■◆❘■❆
❊♥❡r❣②✲❆✇❛r❡ ❆♥t ❈♦❧♦♥② ❇❛s❡❞ ❲♦r❦❧♦❛❞ P❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ❈❧♦✉❞s ✶✶
✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❆❈❖✲❜❛s❡❞
✇♦r❦❧♦❛❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❛✐♥ ❛ ✜rst ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦♥ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❜❡❢♦r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ✐t ✐♥ ❛ r❡❛❧ ❡♥✈✐✲
r♦♥♠❡♥t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❝♦♥❞✉❝t s✐♠✉❧❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ❝❧♦✉❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ✭❡✳❣✳✱
❈❧♦✉❞❙✐♠ ❬✺❪✮ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ♦✛✲❧✐♥❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✇♦r❦❧♦❛❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❡
❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦✉r ♦✇♥ ❏❛✈❛✲❜❛s❡❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧❦✐t ❛♥❞ ✉s❡❞ ✐t t♦ ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ ❆❈❖✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❋❋❉ ❤❡✉r✐st✐❝✳ ❚❤❡r❡❜②✱
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛ ♠✉❧t✐t❤r❡❛❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❈❖✲❜❛s❡❞
✇♦r❦❧♦❛❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❋❋❉ ❤❡✉r✐st✐❝ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♠✉❧t✐❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡r❡❜②✱ t❤❡ ❱▼ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♠❛♥❞ ✈❡❝t♦rs
✇❡r❡ s♦rt❡❞ ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ▲✶✲♥♦r♠✳
❲❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛ ❝❧✉st❡r ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❤♦sts ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❤❛✈✐♥❣ ❛
st❛t✐❝ r❡s♦✉r❝❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ✶✵✵✵✵ ▼■P❙✱ ✷✹ ❝♦r❡s✱ ✺✵ ●❇ ♦❢ ❘❆▼✱ ✶ ❚❇ st♦r❛❣❡
❛♥❞ ✶✵ ●❇✐t✴s❡❝ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❜②✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❤♦sts ✇❛s s❡t t♦
t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❱▼s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ✇♦rst ♣❛❝❦✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
♦♥❧② ♦♥❡ ❱▼ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ ♣❡r ❤♦st✳ ■♥ t♦t❛❧✱ ✉♣ t♦ ✻✵✵ ❱▼s ✇❡r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤
❡❛❝❤ r❡q✉✐r✐♥❣ ❡✐t❤❡r ✶✵✵✵✱ ✷✵✵✵✱ ✸✵✵✵ ♦r ✺✵✵✵ ♦❢ ▼■P❙✱ ✷ ❝♦r❡s✱ ✹ ●❇ ♦❢ ❘❆▼✱
✷✵✵ ●❇ ♦❢ st♦r❛❣❡ ❛♥❞ ✶ ●❇✐t✴s❡❝ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛❝❡♠❡♥t✱ ✇❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛ ❤♦st ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ P (u) ✐♥ ✐ts ❝✉rr❡♥t ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ u ∈ [0, 1]
✭s❡❡ ❊q✳ ✶✵✮✳
P (u) = (Pmax − Pidle)× u+ Pidle ✭✶✵✮
✇✐t❤ Pidle ❛♥❞ Pmax ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ✇❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐❞❧❡ ❛♥❞
❢✉❧❧② ✉t✐❧✐③❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇♦t❤ ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✜①❡❞ t♦ ✶✼✶ ❛♥❞ ✷✶✽ ❲❛tt✱ ❢♦r
❛❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ♦✉r ♦✇♥ t❡st❜❡❞✳
❚❤❡ t❡st❜❡❞ ✇❡ ✉s❡ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❉❡❧❧ P♦✇❡r❊❞❣❡ ✶✾✺✵ s❡r✈❡r ♣❧✉❣❣❡❞
✐♥t♦ ❛ ❙❡♥tr② P❖P❙ ✭P❡r ❖✉t❧❡t P♦✇❡r ❙❡♥s✐♥❣✮ s✇✐t❝❤❡❞ ❈❛❜✐♥❡t ❉✐str✐❜✉t✐♦♥
❯♥✐t ✭❈❉❯✮✳ ❚❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♠♣r✐s❡s ✹ ●❇ ♦❢ ❘❆▼ ❛♥❞ t✇♦ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ✺✶✹✽
✷✳✸✸ ●❍③ ❈P❯s✱ ❡❛❝❤ ❤❛✈✐♥❣ ✷ ❝♦r❡s✳ ■❞❧❡ ♣♦✇❡r ✇❛s ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡
♣♦✇❡r ❞r❛✇♥ ❜② t❤❡ t❡st❜❡❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ✇❤❡♥ ✐t ♦♥❧② ❤♦sts t❤❡ ❖❙ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛st
❛♠♦✉♥t ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ s②st❡♠ s❡r✈✐❝❡s ✭❡✳❣✳✱ ✉❞❡✈✱ ss❤❞✱ ❡t❝✳✮✳ ❆✈❡r❛❣❡ ♣❡❛❦ ♣♦✇❡r
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ str❡ss ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤
♣❛r❛♠❡t❡rs s❡t t♦ str❡ss ❛❧❧ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❢♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ t
✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ s❡t t♦ ✷✹ ❤♦✉rs✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✈❛❧✉❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
♣♦✇❡r ❞r❛✇♥ ❜② t❤❡ ❝❧✉st❡r ❛t t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦✈❡r t❤❡
♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✷✹ ❤♦✉rs✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ✐t ✇❛s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ✐❞❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❛r❡ t✉r♥❡❞ ♦✛
❛❢t❡r t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡✐r ✐❞❧❡ ♣♦✇❡r ✐s ♥♦t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧
♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛❝❡♠❡♥t
✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✳ ✶✶✳
E(B) :=
{
t×
∑n−1
v=0 P (
|~bv|1
d
) ✐❢ |~bv|1 6= 0
0 ♦t❤❡r✇✐s❡
✭✶✶✮
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❆❈❖✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② t❤r♦✉❣❤
♥✉♠❡r♦✉s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② s❡t ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❚❤❡r❡❜②✱ t❤❡
❘❘ ♥➦ ✼✻✷✷
✶✷ ❋❡❧❧❡r ✫ ❘✐❧❧✐♥❣ ✫ ▼♦r✐♥
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝②❝❧❡s ❛♥❞ ❛♥ts ✇❡r❡ ✜♥❛❧❧② ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ t♦ ✷ ❛♥❞ ✺✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛❜♦✈❡
✇❤✐❝❤ ♥♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳
❚❛❜❧❡ ✶✿ P❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❆❈❖✲❜❛s❡❞ ✇♦r❦❧♦❛❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠
α β ρ ❣ τmax nbCycles nbAnts
✶ ✷ ✵✳✼ ✷ ✸ ✷ ✺
❲❡ r✉♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ✉♣ t♦ ✻✵✵ ❱▼s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣r♦✲
✈✐s✐♦♥❡❞ ❤♦sts✱ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
t✐♠❡s ❢♦r ❜♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭✐✳❡✳✱ ❋❋❉ ❛♥❞ ❆❈❖✲❜❛s❡❞✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡♥❡r❣② s❛✈✐♥❣s✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣② s♣❡♥t ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡
♣❧❛❝❡♠❡♥t ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✇✐t❤ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ❞r❛✇♥ ✭✐✳❡✳✱ ✶✾✽ ❲❛tt✮ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣② s♣❡♥t ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡
✜♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ♥♦t ♠♦r❡ t❤❛♥ ✹✵✵
❲❤✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ❞✐❞ ♥♦t ✐♠♣❛❝t t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s
✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❦❲❤✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❜♦t❤
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳
❚❛❜❧❡ ✷✿ ❋❋❉ ✈s✳ ❆❈❖✿ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
❱▼s P♦❧✐❝② ❍♦sts ❊①❡❝✉t✐♦♥
t✐♠❡
❊♥❡r❣② ✭❂
❦❲❤✮
❊♥❡r❣②
❣❛✐♥ ✭❂ ✪✮
✶✵✵ ❋❋❉ ✸✵ ✵✳✸✾ s❡❝ ✶✸✾✳✻✷
❆❈❖ ✷✽ ✸✼✳✹✻ s❡❝ ✶✸✶✳✹✶ ✺✳✽✽
✷✵✵ ❋❋❉ ✺✾ ✵✳✺✽ s❡❝ ✷✼✺✳✶✸
❆❈❖ ✺✻ ✹✳✺✶ ♠✐♥ ✷✻✷✳✽✸ ✹✳✹✼
✸✵✵ ❋❋❉ ✽✽ ✵✳✼✼ s❡❝ ✹✶✵✳✻✺
❆❈❖ ✽✹ ✶✺✳✵✹ ♠✐♥ ✸✾✹✳✷✽ ✸✳✾✽
✹✵✵ ❋❋❉ ✶✶✼ ✶✳✵✸ s❡❝ ✺✹✻✳✶✻
❆❈❖ ✶✶✷ ✸✹✳✷✸ ♠✐♥ ✺✷✺✳✼✺ ✸✳✼✸
✺✵✵ ❋❋❉ ✶✹✻ ✶✳✸✾ s❡❝ ✻✽✶✳✻✼
❆❈❖ ✶✸✾ ✶✳✶✼ ❤ ✻✺✸✳✶✼ ✹✳✶✽
✻✵✵ ❋❋❉ ✶✼✺ ✶✳✼✺ s❡❝ ✽✶✼✳✶✾
❆❈❖ ✶✻✼ ✷✳✵✶ ❤ ✼✽✹✳✼✺ ✸✳✾✻
❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t
❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❡♥❡r❣② s♣❡♥t ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r ✉s✐♥❣ t❤❡
❆❈❖✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤✐s ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛s ♠❛♥② ❛♥ts
❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ♠❛♥② s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✶✳✼✺ s❡❝ ✇❡r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❱▼s ✭✐✳❡✳✱ ✻✵✵✮ ❜② t❤❡ ❋❋❉
❛♥❞ ✷✳✵✶ ❤♦✉rs ❜② t❤❡ ❆❈❖✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ✵✳✵✾ ❲❤ ❛♥❞ ✸✾✼✳✾✽
❲❤ ♦❢ ❡♥❡r❣② s♣❡♥t ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆❈❖✲
❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉t✐❧✐③❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❤♦sts ❛♥❞ t❤✉s ②✐❡❧❞ t♦
s✉♣❡r✐♦r ❛✈❡r❛❣❡ ❤♦st ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥s✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✹✳✼✪
♦❢ ❤♦sts ❛♥❞ ✹✳✶✪ ♦❢ ❡♥❡r❣② ✇❡r❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❆❈❖ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❋✐❣✉r❡ ✶✱ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s r❡s✉❧ts✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ✉♥❞❡r ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❤♦sts
s✉❝❤ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❛ r❡❛❧ s②st❡♠✱ ❋❋❉ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ ❧♦♥❣❡r t✐♠❡ t♦ s❝❤❡❞✉❧❡
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❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❋❋❉ ✈s✳ ❆❈❖✿ ❆♠♦✉♥t ♦❢ ✉t✐❧✐③❡❞ ❤♦sts ❛♥❞ ❊♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ ❛s ✐t r❡q✉✐r❡s ❤✐❣❤❡r ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❤♦sts✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❱▼s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡s✐❞❡ ✐♥ q✉❡✉❡s ✭✐✳❡✳✱ ♥♦♥✲❛❧❧♦❝❛t❛❜❧❡✮ ✐s ❤✐❣❤❡r
✇❤❡♥ t❤❡ ❋❋❉ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳
✻ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦
❆ ❧♦t ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ♦♥ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢
❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ ❞❡❝❛❞❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❡①❛❝t
❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❤❡✉r✐st✐❝s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ◆P✲❤❛r❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡ ✇❡ ❢♦❝✉s
♦✉r ✇♦r❦ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡s❡ ✇♦r❦s ❝❛♥
❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❡✳❣✳✱ ❇❡st✲❋✐t ✭❇❋✮✱ ❋✐rst✲❋✐t
✭❋❋✮✱ ◆❡①t✲❋✐t ✭❋❋✮✱ ❇❡st✲❋✐t ❉❡❝r❡❛s✐♥❣ ✭❇❋❉✮✱ ❋✐rst✲❋✐t ❉❡❝r❡❛s✐♥❣ ✭❋❋❉✮✱
P❡r♠✉t❛t✐♦♥ P❛❝❦ ✭PP✮✱ ❈❤♦♦s❡ P❛❝❦ ✭❈P✮✮ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❡✳❣✳✱
❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❛♥t s②st❡♠s✮✳
■♥ ❬✽❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs s✉r✈❡② t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣ ✭▼❉❇P✮ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❱❡❝t♦r ❇✐♥✲P❛❝❦✐♥❣ ✭❱❇P✮ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬✼❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❬✷✺❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♠♦❞❡❧ t❤❡ ▼❉❇P r❡❧❛t❡❞
r❡s♦✉r❝❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✈✐rt✉❛❧✐③❡❞ s❡r✈✐❝❡ ❤♦st✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❛♥❞ ♣r♦✲
✈✐❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✲❞r✐✈❡♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ♠❛♥② st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❡✳❣✳✱
❋❋✱ ❇❋✱ PP✱ ❈P✮✳ ❚❤❡r❡❜②✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s t♦ ♠❛①✐✲
♠✐③❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ②✐❡❧❞ ♦✈❡r ❛❧❧ s❡r✈✐❝❡s✳ ●✐✈❡♥ s✉❝❤ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ t❤❡② ✐❞❡♥t✐❢②
t❤❡ ❈P ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦♥❡✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡
✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s❡r✈❡rs✳
❘❘ ♥➦ ✼✻✷✷
✶✹ ❋❡❧❧❡r ✫ ❘✐❧❧✐♥❣ ✫ ▼♦r✐♥
■♥ ❬✶✽❪✱ t❤❡ ✜rst ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❆♥t ❈♦❧♦♥② ❖♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ✭❆❈❖✮ ♠❡t❛✲❤❡✉r✐st✐❝ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ t❤❡✐r ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ❝♦✉❧❞ ❝♦♠♣❡t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡st ❦♥♦✇♥ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s
❜❡❡♥ ❢✉rt❤❡r r❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✸❪✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛❧❧❡❞ ❆♥tP❛❝❦✐♥❣ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞
❛♥❞ s❤♦✇♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛t ❧❡❛st ❛s ❣♦♦❞ ❛s t❤❡ ❜❡st ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐♥
❬✶✼❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛♥t s②st❡♠ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ s✉❜s❡t ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
❆❈❖ ✐s ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❑♥❛♣s❛❝❦ Pr♦❜❧❡♠ ✭▼❑P✮✳
❘❡❝❡♥t❧②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠❡r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐✲
❛t❡❞ ♥❡❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ r❡s♦✉r❝❡s ♦♥ ❞❡♠❛♥❞✱ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ♦♥ s✉❜s❡t s❡❧❡❝t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠s ✭❡✳❣✳✱ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣✮ ❤❛✈❡ s✉❞❞❡♥❧② st❛rt❡❞ t♦ ❣❛✐♥ ❛ ❧♦t ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳
❚❤❡r❡❜②✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ✐♥t❡r❡st ✐s t♦ ❛❞❛♣t ❡①✐st✐♥❣
✇♦r❦s ♦♥ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✉♣♣♦rt ❊♥❡r❣② ❛♥❞ ◗♦❙✲❛✇❛r❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ ♠❛♥✲
❛❣❡♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❛❝t✐✈❡ s❡r✈❡rs ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ ✇♦r❦❧♦❛❞ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥✳
■♥ ❬✷✼❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❛♣♣❧② ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❋❉
❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ■♥ ❬✶✾❪✱ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛❧❧❡❞ ❊♥❛❈❧♦✉❞ ✐s
♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❡tt❡r✲❋✐t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛r
✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥✲❞r✐✈❡♥ r❡s✉❧ts
❢♦r ❛ ✇♦r❦❧♦❛❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❋❉
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ r❡♣♦rt s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② s❛✈✐♥❣✳ ▼♦r❡ ❡♥❡r❣②✲❛✇❛r❡ ✇♦r❦❧♦❛❞
♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ✇❤✐❝❤ r❡s♦rt t♦ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✹❪ ❛♥❞ ❬✷✵❪✳
■♥ ❬✷✶❪ ❛♥❞ ❬✷✷❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs t❛❦❡ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥ ❛
❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ✇♦r❦❧♦❛❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦❧✐❝②✳ ❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❝♦♠✲
♣✉t❡ ❜❡tt❡r ✭✐✳❡✳✱ ✉t✐❧✐③❡ ❧❡ss ♠❛❝❤✐♥❡s ✇✐t❤ ♠♦❞❡r❛t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✮
♣❧❛❝❡♠❡♥ts t❤❛♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❣r❡❡❞② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳
■♥ ❬✾❪✱ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ❝❧♦✉❞s
❜❛s❡❞ ♦♥ ❆♥t ❈♦❧♦♥② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❆❈❖✮ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡r❡❜②✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs
❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❤♦✇ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❞❡♣❧♦② ✈✐rt✉❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡s ✐♠❛❣❡s ✐♥
t❤❡ ❝❧♦✉❞✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ t❤✐s ✇♦r❦ ❛✐♠s ❛t ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞❛❜❧❡
❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢❛❧❧s ❞♦✇♥ ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭✐✳❡✳✱ ❆❈❖✲
❜❛s❡❞✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐ts ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ❝♦♥tr❛r② ❛s ✐t t❛r❣❡ts t♦ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s❡r✈❡ ❡♥❡r❣②✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst ✇♦r❦
t♦✿ ✭✶✮ ❛♣♣❧② ❆❈❖ ♦♥ t❤❡ ▼❉❇P ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ✇♦r❦❧♦❛❞
♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ✭✷✮ ✉t✐❧✐③❡ ❆❈❖ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s❡r✈❡ ❡♥❡r❣②✳ ❍❡♥❝❡✱ ✉♥❧✐❦❡ ♠♦st
♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ✇♦r❦❧♦❛❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❜✲
❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ♦♥❡ r❡s♦✉r❝❡ ✭✐✳❡✳✱ ❈P❯✮ ❛♥❞ r❡s♦rt t♦ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡
r❡s♦✉r❝❡✲❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬✷✸❪✱ ✇❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞
♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼❉❇P ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❛❦❡ ❛ ♥❛t✉r❡✲
✐♥s♣✐r❡❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t✳ ❖✉r s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡✲
s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❆❈❖✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❣r❡❡❞②
❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✐✳❡✳✱ ❋❋❉✮ ❛s ✐t ❛❝❤✐❡✈❡s s✉♣❡r✐♦r ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥s t❤r♦✉❣❤ ✐♠♣r♦✈❡❞
r❡s♦✉r❝❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ ❛ r❡❛❧ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❤♦sts✱ ✐♠♣r♦✈❡❞ r❡s♦✉r❝❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❆❈❖✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ s❝❤❡❞✉❧❡
❧❛r❣❡r ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ❱▼s✳ ❚❤❡r❡❜②✱ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❜❡tt❡r
♣❛❝❦✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥❝②✳
■◆❘■❆
❊♥❡r❣②✲❆✇❛r❡ ❆♥t ❈♦❧♦♥② ❇❛s❡❞ ❲♦r❦❧♦❛❞ P❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ❈❧♦✉❞s ✶✺
✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❛t✉r❡✲✐♥s♣✐r❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝
✇♦r❦❧♦❛❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ❡♥❡r❣②✲❛✇❛r❡ ■♥❢r❛str✉❝t✉r❡✲
❛s✲❛✲❙❡r✈✐❝❡ ✭■❛❛❙✮ ❝❧♦✉❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡ t❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst ✇♦r❦ t♦ ❛♣♣❧② ❛rt✐✜❝✐❛❧ s✇❛r♠ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ▼❉❇P
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ✇♦r❦❧♦❛❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ ✐ts ❡♥❡r❣②
❜❡♥❡✜ts✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✜rst ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t
♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣ ✭▼❉❇P✮ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❜✐♥❛r② ✐♥t❡❣❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❇■P✮ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞
t♦ ✉s❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❤✐st♦r② r❡s♦✉r❝❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❢✉✲
t✉r❡ ✇♦r❦❧♦❛❞ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♠❛♥❞s✳ ❲❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♥♦✈❡❧ ❞②♥❛♠✐❝
✇♦r❦❧♦❛❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❆♥t ❈♦❧♦♥② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❆❈❖✮
♠❡t❛✲❤❡✉r✐st✐❝ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐t ✇✐t❤ ♦♥❡ tr❛✲
❞✐t✐♦♥❛❧ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✐✳❡✳✱ ❋❋❉✮✳ ❇♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡
t❤❛t ❛rt✐✜❝✐❛❧ s✇❛r♠ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉❝❤ ❛s ❆❈❖ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡
s✉♣❡r✐♦r ❡♥❡r❣② ❣❛✐♥s t❤❛♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✇♦r❦❧♦❛❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣♦❧✐❝✐❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ✹✳✼✪ ♦❢ ❤♦sts ❛♥❞ ✹✳✶✪
♦❢ ❡♥❡r❣② ✇❡r❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s❛✈✐♥❣s ❝❛♠❡ ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✐♥❝r❡❛s❡❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝②✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❋❋❉✲❜❛s❡❞ ♣♦❧✐❝② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥✐t✐❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢
s✉❜♠✐tt❡❞ ❱▼ ❜❛t❝❤❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❆❈❖✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ r✉♥ ✐♥ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦♥ r❡❣✉❧❛r t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ✭❡✳❣✳✱ ❞❛✐❧② ♦r ✇❡❡❦❧② ❜❛✲
s✐s✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ ✇♦r❦s tr❛♥s♣❛r❡♥t❧② t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❱▼s
❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② s♦❢t✇❛r❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r s♣❡❝✐❛❧ ✉s❡r✲❞❡✜♥❡❞ ✇♦r❦❧♦❛❞
❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳
■♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ ✇❡ ♣❧❛♥ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞
s✉♣♣♦rt ❤❛r❞✇❛r❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛♥ ♦♥✲❧✐♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t ✇♦r❦❧♦❛❞ ❛❧✲
❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s♦❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ✈✐rt✉❛❧✐③❛t✐♦♥
t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❝♦✲❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✇♦r❦❧♦❛❞ ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭❡✳❣✳✱ ♠❡♠♦r②
✐♥t❡♥s✐✈❡✮ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥
❡✈❡♥ ✐❢ ♥♦ r❡s♦✉r❝❡ s❤♦rt❛❣❡ ❡①✐sts ❛s t❤❡ ❝❛❝❤❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✇♦r❦❧♦❛❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ♣❧❛♥ t♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
✇♦r❦❧♦❛❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ♣❧❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❛❝❝✉r❛t❡
t✐♠❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ tr✐❣❣❡r❡❞✳ ❙✉❝❤ ❡st✐♠❛t✐♦♥s
❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡✈❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s r❡❞✉❝❡ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❙❡r✈✐❝❡ ▲❡✈❡❧ ❆❣r❡❡♠❡♥t ✭❙▲❆✮ ✈✐♦❧❛t✐♦♥✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦❧♦❛❞ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①✲
❛❝t ✭✐✳❡✳✱ ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✮ ❛♥❞ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳
▲❛st ❜✉t ♥♦t ❧❡❛st✱ ✇❡ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❛ ✜rst ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇♦r❦❧♦❛❞ ✭✐✳❡✳✱
❱▼✮ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♠❛♥❛❣❡r ❝❛❧❧❡❞ ❙♥♦♦③❡ ❬✶✷❪✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ♣r♦t♦t②♣❡ ❛♥❞ t❤✉s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②
✈❛❧✐❞❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❛ r❡❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐❧❧ ❜❡
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ●r✐❞✺✵✵✵ t❡st❜❡❞ ❬✻❪✳
❘❘ ♥➦ ✼✻✷✷
✶✻ ❋❡❧❧❡r ✫ ❘✐❧❧✐♥❣ ✫ ▼♦r✐♥
✽ ❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t
❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ✐s ❢✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❡♥❝❤ ❆❣❡♥❝❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ✭❆◆❘✮
♣r♦❥❡❝t ❊❝♦●r❛♣♣❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t ♥✉♠❜❡r ❆◆❘✲✵✽✲❙❊●■✲✵✵✵✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡s
❬✶❪ ❯✳❙✳ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ Pr♦t❡❝t✐♦♥ ❆❣❡♥❝②✳ ❊♣❛ r❡♣♦rt t♦ ❝♦♥❣r❡ss ♦♥ s❡r✈❡r
❛♥❞ ❞❛t❛ ❝❡♥t❡r ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♣♣❡♥❞✐❝❡s✱ ✷✵✵✼✳ ✶
❬✷❪ ❆♥t♦♥ ❇❡❧♦❣❧❛③♦✈ ❛♥❞ ❘❛❥❦✉♠❛r ❇✉②②❛✳ ❆❞❛♣t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞✲❜❛s❡❞ ❛♣✲
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